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SIMULAZIONE II PROVA SCRITTA 

MATEMATICA – PROBLEMA 1 
  

 

 

Data la funzione:  

 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 ∙ 𝑒𝑥3+1 

 

1. si studi il comportamento di 𝑓(𝑥) e si rappresenti il grafico nel piano cartesiano 𝑥𝑂𝑦.   

Funzione trascendente definita e continua in R; 

La funzione non presenta simmetrie; 

Positiva con uno zero doppio nell’origine; 

Comportamento agli estremi: 𝑦 = 0 asintoto 

orizzontale sinistro, tendente a più infinito a destra;  

Monotonia: 𝑓′(𝑥) = 𝑥 ∙ (3𝑥3 + 2) ∙ 𝑒𝑥3+1  crescente 

fino a 𝑥0 = −√
2

3

3
, decrescente fino a 𝑥1 = 0 con max 

in    (−√
2

3

3
, √

4

9
𝑒

3
) e min in (0,0); 

Concavità e convessità: la funzione è rispettivamente convessa, concava, convessa e presenta due flessi   

a tangente obliqua negli zeri della derivata seconda 𝑓′′(𝑥) = (9𝑥6 + 18𝑥3 + 2) ∙ 𝑒𝑥3+1,  ovvero       

𝑥2,3 = √−3±√7

3

3

; 

2. Si determinino i punti comuni ai grafici delle due funzioni  𝑓(𝑥) ed 𝑓’(𝑥), verificando che tali punti 

appartengono alla bisettrice del secondo e quarto quadrante. 

Si risolve l’equazione  𝑥(3𝑥3 + 2) ∙ 𝑒𝑥3+1 = 𝑥2 ∙ 𝑒𝑥3+1 che diventa 𝑥(3𝑥3 − 𝑥 + 2) = 0, da cui si 

ottiene la coppia di soluzione 𝑥1 = 0 𝑒 𝑥2 = −1. Sostituendo in 𝑓(𝑥) o in 𝑓’(𝑥) si ottengono due punti 

della bisettrice 𝑦 = −𝑥. 

3. Si calcoli l’integrale ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

−1
.  Successivamente appurare che il suo valore cade nell’intervallo ]

1

2
,

2

3
[. 

∫ 𝑥2 ∙ 𝑒𝑥3+1𝑑𝑥 =
0

−1

[
1

3
𝑒𝑥3+1]

−1

0

≅ 0,57 

4. Nella famiglia di primitive 𝐹(𝑥) + 𝑐 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, si individui quella passante per l’origine. Si esprima  

tale funzione nella forma 𝑔(𝑥) =
𝑒

3
∙ (𝑒𝑥3

− 1).   
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Perché passi per l’origine si deve porre 𝐹(0) = 0. Pertanto determinata la famiglia di primitive 𝐹(𝑥) +

𝑐,  ovvero  
1

3
𝑒𝑥3+1 + 𝑐, si ha  

1

3
𝑒0+1 + 𝑐 = 0, da cui si ricava 𝑐 = −

𝑒

3
 

5. Si calcolino le posizioni e la tipologia dei due punti di flesso della funzione 𝑔(𝑥) . 

Dato che 𝑔(𝑥) è una funzione primitiva di 𝑓(𝑥), la sua derivata seconda corrisponde alla funzione 

𝑓′(𝑥) = 𝑥 ∙ (3𝑥3 + 2) ∙ 𝑒𝑥3+1, pertanto i punti stazionari di 𝑓(𝑥) rappresentano due potenziali punti di 

flesso (condizione necessaria ma non sufficiente), per la funzione 𝑔(𝑥). 

6. Stabilire, mediante il calcolo, se il codominio della funzione 𝑔(𝑥) coincide con l’intervallo ]−
𝑒

3
, +∞[. 

La funzione inversa di 𝑔(𝑥) è 𝑔−1(𝑥) = √ln (
3𝑥+𝑒

𝑒
)

3
; tale funzione ha significato per 𝑥 > −

𝑒

3
. 

 
7. Si verifichi che l’origine del sistema di riferimento cartesiano è l’unico punto in cui 𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥) si 

incontrano. 

Si può facilmente rilevare che le due funzioni si incontrano nell’origine, tuttavia si richiede di accertare 

che esso rappresenta l’unicità dello zero per entrambe le funzioni.  

Per  𝑥 ∈ ]−∞; 0[ la funzione 𝑓(𝑥) > 0, pertanto la curva si sviluppa sopra l’asse 𝑥, mentre la funzione 

𝑔(𝑥) < 0, si sviluppa sotto l’asse delle ascisse. Ciò comporta l’impossibilità, per le due curve, di 

incontrarsi. 

Per  𝑥 ∈ ]0; +∞[ le due funzioni risultano monotone crescenti, tuttavia ciò non esclude che possano 

incontrarsi. Un approccio algebrico ci consente di smentire ogni contatto tra le curve oltre lo zero. Posto 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), vediamo in quali intervalli è vera tale relazione: 

𝑥2 ∙ 𝑒𝑥3+1 =
𝑒

3
∙ (𝑒𝑥3

− 1)  ⇒ 𝑥2 ∙ 𝑒  𝑥3+1 −
1

3
𝑒𝑥3+1 =  −

𝑒

3
 

Dividendo per  𝑒 e moltiplicando per 3: 

3𝑥2 ∙ 𝑒  𝑥3
− 𝑒𝑥3

=  −1  raccogliendo il fattore esponenziale 

(3𝑥2 − 1) ∙ 𝑒  𝑥3
= −1 

Si deduce facilmente che il primo membro è uguale a −1 solo per 𝑥 = 0. 

 

 

 

 

 

NOTE: 
 

Indirizzi: LI02 – SCIENTIFICO,  LI03 - SCIENTIFICO DELLE SCIENZE APPLICATE 

Lo studente risolva a sua scelta uno dei due problemi e risponda a 4 degli 8 quesiti proposti. 

Tempi di somministrazione della ore 8:30 fino al termine delle lezioni 
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SIMULAZIONE II PROVA SCRITTA 

MATEMATICA – PROBLEMA 2 

 
 

 

Data la funzione parametrica di parametro 𝑡:  

 

𝑓𝑡(𝑥) =
3𝑡

𝑥2 + 𝑡𝑥 + 𝑡2 − 1
 

1. Si considerino i valori di t tali che il grafico 𝐺 di 𝑓𝑡(𝑥) intercetti l’asse delle ordinate nel punto 2, si indichi 

con A tale punto. 

3𝑡

𝑡2 − 1
= 2 ⟹ 𝑡1 = −

1

2
;  𝑡2 = 2 

2. Si studi la funzione   𝑓(𝑥) =
6

𝑥2+2𝑥+3
 e se ne rappresenti il grafico.   

Funzione definita e continua in R reciproca della parabola di equazione 𝑦 =
1

6
𝑥2 +

1

3
𝑥 +

1

2
; 

Positiva che intercetta l’asse 𝑦 in 𝐴(0; 2); 

Comportamento agli estremi: 𝑦 = 0 asintoto orizzontale;  

monotonia: 𝑓′(𝑥) =
−12𝑥−12

(𝑥22𝑥+3)2  crescente fino 

a 𝑥0 = −1, successivamente sempre 

decrescente, max in    (−1,3);  

 concavità e convessità: la funzione è 

rispettivamente convessa, concava, convessa 

e presenta due flessi a tangente obliqua negli 

zeri della derivata seconda 𝑓′′(𝑥) =
12∙(3𝑥2+6𝑥+1)

(𝑥2+2𝑥+3)3 ,  ovvero 𝑥1,2 = −1 ±
√6

3
; 

 

3. Si scriva l’equazione della circonferenza 𝛾, di centro (−1,1) e passante per il punto A. 

La distanza di A dal centro è √2, pertanto la conica ha equazione (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 2. 

4. Detta 𝑦 = 𝑔(𝑥) l’equazione della tangente alla conica nel punto A, verificare che tale retta incontra il 

grafico di  𝑓(𝑥) in altri due punti, uno dei quali coincide con il massimo assoluto della funzione. 

Equazione della tangente 𝑦 = −𝑥 + 2, intersezione nei punti (1; 1), (0; 2), (−1; 3). 

5. Data la retta 𝒔 di equazione 𝑦 = 𝑘 𝑐𝑜𝑛 𝑘 ∈ ]0,3[ e indicate con a e b le ascisse dei punti di incontro della 

curva G con la retta 𝒔, si giustifichi la seguente affermazione: “Esiste almeno un punto 𝑥0 ∈ ]𝑎, 𝑏[ ∶

 𝑓′(𝑥0) = 0.  
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Dato che l’intervallo ]0,3[ sull’asse delle ordinate individua, includendo l’estremo superiore, l’insieme 

delle immagini della funzione, si verifica che in questo intervallo 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 𝑘, pertanto sono 

verificate in ]𝑎, 𝑏[ le ipotesi del teorema di Rolle da cui segue l’asserto. 

 

6. Stabilire per quali valori di 𝑥 ∈ [−1, 2] è soddisfatta la relazione 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥). 

Si verifica che 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) negli intervalli di ascissa [−1,0] ∪  [1, 2] 
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SIMULAZIONE II PROVA SCRITTA 

MATEMATICA – QUESITI 

1. Siano 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2+1
   e   𝑔(𝑥) =

𝜋

4
∙ (𝑥2 − 𝑥) due funzioni algebriche razionali di cui si calcolino 

rispettivamente F(x), primitiva di 𝑓(𝑥), e g’(x).  

a. indica con h(x) la primitiva della famiglia F(x) per cui è verificata la relazione 𝐹(0) = 𝑔′(0). 

b. Stabilisci quale dei due valori per cui 𝑔(𝑥) = 0, rappresenta una soluzione dell’equazione   

ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥). 

∫
1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = arctan(𝑥) + 𝑐 ;        𝑔′(𝑥) =

𝜋

4
(2𝑥 − 1) 

𝑎.   𝐹(0) = 𝑔′(0) ⇒ arctan(0) + 𝑐 = −
𝜋

4
  da cui si ottiene ℎ(𝑥) = arctan(𝑥) −

𝜋

4
  

𝑏.   Gli zeri di 𝑔(𝑥) sono 𝑥0 = 0 𝑒  𝑥1 = 1. La relazione ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) è soddisfatta per 𝑥1 = 1 

 

2. Verifica che esiste un valore reale di a che soddisfa la relazione 

∫
𝑥3

𝑥 − 1
𝑑𝑥

𝑎+1

0

=
20

3
 

 

∫
𝑥3 − 1 + 1

𝑥 − 1
𝑑𝑥

𝑎+1

0

= ∫
𝑥3 − 1

𝑥 − 1
𝑑𝑥

𝑎+1

0

+ ∫
1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 = [

1

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 + 𝑥 + ln|𝑥 − 1|]

𝑎+1

0

𝑎 + 1
0

 

Sostituendo gli estremi di integrazione, sviluppando le potenze di binomio e ponendo tutto uguale a 
20

3
  

si ha    2𝑎3 + 9𝑎2 + 18𝑎 − 29 = −6 ln|𝑎| 

Il secondo membro presenta un irrazionale trascendente, tranne nel caso in cui 𝑎 = 1. Come appare 

evidente 𝑎 = 1 risulta uno zero anche per la parte algebrica. In alternativa, scomponendo il polinomio 

al primo membro, si nota che ha un solo zero per 𝑎 = 1. 

3. Calcola il valore dei due parametri della funzione 𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+1

4𝑥2−1
 , sapendo che la retta di equazione 

𝑦 =
1

4
𝑥 − 1 è un asintoto per la funzione. 

Ricordiamo che il coefficiente angolare dell’asintoto obliquo di una funzione 𝑓(𝑥) è dato dalla 

relazione lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
, la nostra funzione parametrica deve avere il valore del limite pari a  

1

4
. 

lim
𝑥→∞

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 1

𝑥(4𝑥2 − 1)
=

1

4
  ⇒  lim

𝑥→∞

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 1

4𝑥3 − 𝑥
=

1

4
   

Il limite è un rapporto tra infiniti dello stesso ordine, pertanto il valore del limite è finito ed è fornito 

dal rapporto dei coefficienti dei termini di massimo grado. 
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𝑎

4
=

1

4
 𝑑𝑎 𝑐𝑢𝑖 𝑎 = 1 

Il valore dell’intercetta è dato da 𝑞 = lim
𝑥→∞

[𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥], nel nostro caso l’intercetta è   𝑞 = −1. 

Sostituendo e risolvendo si ottiene il seguente limite  

lim
𝑥→∞

[
𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 1

4𝑥2 − 1
−

1

4
𝑥] = −1  ⇒  lim

𝑥→∞

4𝑏𝑥2 + 𝑥 + 4

16𝑥2 − 4
= −1   

Da cui si ha 𝑏 = −4. 

4. Nell’intervallo [0,
3

4
] è rappresentato un tratto della curva di equazione 𝑦 = −8𝑥3 + 6𝑥2 

Dopo aver tracciato il segmento BH che unisce il minimo ed il massimo 

della curva nell’intervallo di riferimento, verifica che G, ulteriore punto 

di intersezione di BH con la funzione, è il punto medio del segmento BH 

e calcola l’area compresa tra il segmento BH e la curva. 

 

I punti stazionari della curva si possono ottenere derivando la funzione 

e ponendo la derivata uguale a zero per l’individuazione dei punti 

stazionari.  𝑦′ = −12(2𝑥2 − 𝑥), quindi 2𝑥2 − 𝑥 = 0  ⇒   
𝑥1 = 0

𝑥2 =
1

2

 

Sostituendo nella funzione le due ascisse si ottengono le coordinate dei punti della curva attraversati 

dalla retta BH:  𝐵 = (0, 0) 𝑒 𝐻 = (
1

2
,

1

  2
). Da cui si desume che la retta per BH è la bisettrice del primo 

e terzo quadrante: 𝑦 = 𝑥. Il punto G si ottiene dal sistema tra la cubica e la retta, da cui si ricavano i tre 

punti di contatto  𝐵 = (0, 0), 𝐺 = (
1

4
,

1

 4
)  𝑒 𝐻 = (

1

2
,

1

  2
). 

L’area è data dalla seguente espressione: 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = ∫ [𝑥 − (−8𝑥3 + 6𝑥2)]𝑑𝑥 + ∫ (−8𝑥3 + 6𝑥2 − 𝑥)𝑑𝑥
1

2
1

4

1

4
0

  

𝐴𝑟𝑒𝑎 = [2𝑥4 − 2𝑥3 +
1

2
𝑥2]

1

4
1

 +  [−2𝑥4 + 2𝑥3 −
1

2
𝑥2]

1

2
1

4

 

Da cui si ottiene 𝐴𝑟𝑒𝑎 =
1

64
. 

 

5. Stabilisci per quale valore di a e b si ha: 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

√2𝑎 − 𝑏𝑥 − 2

𝑥
=

1

2
 

Dato che il limite al tendere di 𝑥 a zero rende nullo il denominatore, si deve trattare necessariamente 

del limite di una forma indeterminata di tipo 
0

0
. Ciò comporta che, al tendere di 𝑥 a zero, anche il 

numeratore deve valere zero, ovvero, sostituendo zero alla 𝑥 nel numeratore √2𝑎 − 2 = 0 ⇒ 2𝑎 =

4 ⇒ 𝑎 = 2 

Pertanto il limite diventa   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

√4−𝑏𝑥−2

𝑥
=

1

2
  e resta ancora un forma indeterminata. Razionalizziamo il 

numeratore del rapporto per superare la 𝑓. 𝑖.   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

√4 − 𝑏𝑥 − 2

𝑥
∙

√4 − 𝑏𝑥 + 2

√4 − 𝑏𝑥 + 2
=

1

2
  ⇒   𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

4 − 𝑏𝑥 − 4

𝑥 ∙ (√4 − 𝑏𝑥 + 2)
=

1

2
  ⇒   𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

−𝑏

√4 − 𝑏𝑥 + 2
=

1

2
  

Risolvendo il limite: −
𝑏

√4+2
=

1

2
  ⇒   𝑏 = −2.  

 

6. Data la funzione 𝑓(𝑥) = sin(𝑒𝑥 − 1), nell’intervallo chiuso e limitato [0;  ln (2𝜋 + 1)]. Verificare che 

sono soddisfatte le ipotesi di Rolle e provare che esistono due punti interni all’intervallo  in cui tale 

funzione ammette derivata prima uguale a zero. 

I ipotesi di Rolle - La funzione risulta continua in R e quindi in 

[0; ln(2𝜋 + 1)]; 

II ipotesi di Rolle - 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑒𝑥 − 1), derivata della 

funzione 𝑦 = 𝑓(𝑥), è ancora continua in R, in particolare lo è in 

]0; ln(2𝜋 + 1)[;  

III ipotesi di Rolle - 𝑓(0) = 𝑓(ln(2𝜋 + 1)) 

𝑓(0) = 𝑠𝑖𝑛(𝑒0 − 1) ⇒   𝑓(0) = 𝑠𝑖𝑛(0)  ⇒ 𝑓(0) = 0 

𝑓(ln(2𝜋 + 1)) = 𝑠𝑖𝑛(𝑒ln(2𝜋+1) − 1) ⇒  

 𝑓(ln(2𝜋 + 1)) = 𝑠𝑖𝑛(2𝜋 + 1 − 1)  ⇒  𝑓(ln(2𝜋 + 1)) = 0 

Pertanto esiste almeno un punto 𝑥0 dell′intervallo ]0, ln(2𝜋 + 1)[ in cui la derivata prima della 

funzione si annulla. 

𝑒𝑥0𝑐𝑜𝑠(𝑒𝑥0 − 1) = 0, ciò si verifica se il fattore goniometrico si annulla: 𝑐𝑜𝑠(𝑒𝑥0 − 1) = 0. Quindi 

l’argomento deve coincidere con 
𝜋

2
 o con 

3

2
𝜋. Da cui  𝑒𝑥0 − 1 =

𝜋

2
   ⇒   𝑥0 = ln (

𝜋

2
+ 1) che risulta 

accettabile in quanto interna all’intervallo,  𝑒𝑥1 − 1 =
3

2
𝜋   ⇒   𝑥1 = ln (

3

2
𝜋 + 1), è altrettanto 

accettabile. Tali valori sono le ascisse di A e B sulla curva nel grafico in figura. 

 

7. Determinare il punto di non derivabilità della seguente funzione: 𝑓(𝑥) = √𝑥√𝑥2 + 1
3

. 

Si tratta di dover calcolare la derivata di una funzione composta, in cui la funzione interna è 
rappresentata da un prodotto di funzioni. 
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𝑓′(𝑥) = (√𝑥2 + 1 + 𝑥
2𝑥

2√𝑥2+1
) ∙

1

3 √(𝑥√𝑥2+1)
23
,  da cui si ottiene    𝑓′(𝑥) =

2𝑥2+𝑥

3√𝑥2+1∙ √𝑥2(𝑥2+1)
3 . Il punto di 

non derivabilità è  𝑥0 = 0. 
 

8. La rappresentazione grafica in figura corrisponde ad entrambe le 

equazioni seguenti: 
 

𝑓(𝑥) = 𝑒
𝑥+ln(1+

1

𝑥
)

2

  𝑔(𝑥) = (1 +
2

𝑥
+

1

𝑥2) 𝑒𝑥  

Trova una giustificazione matematica a tale comportamento. 

Interveniamo sulla funzione 𝑓(𝑥) = 𝑒
𝑥+ln(1+

1

𝑥
)

2

. 

Ricordando le proprietà delle potenze: 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 ∙ 𝑒
ln(1+

1
𝑥

)
2

 

Riprendendo il significato di logaritmo, si può affermare che quando la base della potenza ha per esponente un 

logaritmo con la medesima base,  tutta la potenza è uguale all’argomento del logaritmo. Per esempio 2log2 8 = 8, 

infatti il log2 8 = 3  e 23 = 8. Da ciò segue che  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 ∙ ln (1 +
1

𝑥
)

2
, da cui, sviluppando il quadrato di 

binomio, si ottiene appunto la funzione 𝑔(𝑥). 


