
SVOLGIMENTO PROBLEMA 1 

 

 

I parametri da determinare sono quattro, quindi dovremo impostare un sistema di quattro equazioni 

indipendenti nelle incognite 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑. 

• Il punto 𝑃(0,1) è un punto della funzione, pertanto deve aversi che 𝑓(0) = 1, cioè 𝑎 + 𝑏 + 𝑑 = 1; 

• Il punto 𝑃(0,1) è anche un punto stazionario per la funzione e ciò comporta che 𝑓′(0) = 0. La 

derivata di 𝑓(𝑥) è 𝑓′(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 − 𝑏𝑒−𝑥 + 𝑐, da cui si deduce che 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0; 

• La derivata seconda 𝑓′′(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒−𝑥 deve essere pari, cioè 𝑓′′(𝑥) = 𝑓′′(−𝑥), quindi 

𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒−𝑥 = 𝑎𝑒−𝑥 + 𝑏𝑒𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ↔ 𝑎(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) = 𝑏(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥), da cui, poiché l’uguaglianza 

deve valere per ogni 𝑥,  si ottiene 𝑎 = 𝑏. 

L’informazione 𝑎 = 𝑏 insieme con 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0 e 𝑎 + 𝑏 + 𝑑 = 1, conduce a ricavare 𝑐 = 0 e 𝑑 =

1 − 2𝑎. La funzione 𝑓(𝑥) si riduce a 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑎𝑒−𝑥 + 1 − 2𝑎. 

 

• ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑎𝑒𝑥 − 𝑎𝑒−𝑥 + (1 − 2𝑎)𝑥]0
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Si tratta di una funzione pari definita e positiva in R. La derivata prima 𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
  si annulla soltanto in 

𝑥 = 0 ed è positiva per 𝑥 > 0. Si ricava che 𝑓(𝑥) decresce in ]−∞, 0[ e cresce in ]0, +∞[, pertanto 𝑃(0,1) è 

un minimo. Poiché lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = +∞, 𝑃 è un punto di minimo assoluto. Infine, poiché la derivata seconda 

𝑓′′(𝑥)=𝑓(𝑥), la funzione rivolge la concavità verso l’alto. Il grafico ha il seguente andamento: 
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La retta 𝑦 = 2 interseca la funzione in due punti 𝐴 e 𝐵 le cui ascisse sono le soluzioni dell’equazione 

esponenziale 
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
= 2. Risolvendo si ricavano 𝑥𝐴 = ln(2 − √3) e 𝑥𝐵 = ln(2 + √3). La lunghezza della 

corda 𝐴𝐵 è allora 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴 = ln(2 + √3) − ln  (2 − √3) =  ln  
2+√3

2−√3
= 2ln  (2 + √3). 



Per calcolare l’area richiesta, sfruttando la simmetria della figura, si deve calcolare l’integrale definito 

2 ∫ (2 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥
ln(2+√3)

0
= 4𝑥 − (𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)]0

1 = 4 ln(2 + √3) − (2 + √3 −
1

2+√3
) = 4 ln(2 + √3) −

2√3 ≈ 1.8. 
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Poiché 𝑓(𝑥) è definita e positiva in 𝑅 anche 𝑔(𝑥) è definita e positiva in 𝑅. Inoltre, anche 𝑔(𝑥) è pari come 

𝑓(𝑥). 

Poiché lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = +∞ → lim
𝑥→±∞

𝑔(𝑥) = 0, quindi 𝑔(𝑥) ha l’asse 𝑥 come asintoto orizzontale. Infine, 

poiché 𝑓(𝑥) decresce in ]−∞, 0[, cresce in ]0, +∞[ ed ha 𝑃(0,1) come minimo, 𝑔(𝑥) cresce in ]−∞, 0[, 

decresce in ]0, +∞[ ed ha 𝑃(0,1) come massimo. Il grafico di 𝑔(𝑥) (linea rossa), confrontato con quello di 

𝑓(𝑥) (linea verde) ha allora l’andamento in figura: 

 

 

Determiniamo ora una primitiva di 𝑔(𝑥): 

∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
2

𝑒𝑥+𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = 2 ∫
𝑒𝑥

1+𝑒2𝑥 𝑑𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑒𝑥), pertanto 
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Ciò prova che l’integrale in questione converge a 𝜋. 

 

 


