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1. Risolvi le seguenti equazioni e disequazioni esponenziali 

3𝑥 + 33−𝑥 = 12;  6
6

𝑥 ⋅ 6
8

𝑥+3 ⋅ 6−
2𝑥+1

𝑥 = 1;   

3𝑥+1 − 3𝑥 + 3𝑥−1 ≥ 63;  7
6

𝑥−3 ⋅ 7
8

𝑥 ⋅ 7−
2𝑥−5

𝑥−3 < 1; 

 

2. Risolvi le seguenti equazioni e disequazioni logaritmiche 

𝑙𝑜𝑔3(𝑥 + 2) + 𝑙𝑜𝑔3(𝑥 + 3) = 1 + 𝑙𝑜𝑔34;  𝑙𝑜𝑔2 + 𝑙𝑜𝑔(𝑥2 − 2𝑥 − 1) = 2𝑙𝑜𝑔(𝑥 − 1); 

𝑙𝑜𝑔1

2

𝑥 + 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥 − 2) < 𝑙𝑜𝑔1

2

(12 − 𝑥)  log2 (
x+3

x−4
) > 1  

3. Sulla scorta delle indicazioni fornite dal grafico in figura 

a. determina il dominio della funzione 𝑓(𝑥); 

b. scrivi l’equazione della retta 𝑔(𝑥), che seca la 

curva 𝑓(𝑥); 

c. Osservando il grafico, scrivi le soluzioni della 

disequazione 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), 𝑝𝑒𝑟 𝑥 ≥ 0; 

d. spiega perché si può asserire, senza effettuare 

calcoli, che la misura della parte di retta 

sottesa alla curva è pari a √2.  

 

 
 

4. Descrivi il comportamento e l’andamento grafico della seguente funzione 

 𝑓(𝑥) = ln (
1

𝑒𝑥−1) 

 
 

Griglia di valutazione dei quesiti calibrata in base alle difficoltà (totale punti 32). 

esponenziali logaritmiche Grafico 1 Grafico 2 

Eq1 Eq2 Dis1 Dis2 Eq1 Eq2 Dis1 Dis2 a b c d 1 

2 2 3 3 2 2 3 3 1 2 3 3 3 
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Sviluppo elaborato prova scritta di matematica 

Esercizio numero 1a 

3𝑥 + 33−𝑥 = 12 

Si tratta di una equazione esponenziale non determinata. Si 

procede a impostare l’equazione esponenziale con una stessa 

base. 

3𝑥 + 27 ∙
1

3𝑋
= 12 

Si utilizza una variabile temporanea per agevolare i calcoli: 

𝑡 = 3𝑥  

𝑡 +
27

𝑡
− 12 = 0 

𝑡2 − 12𝑡 + 27 = 0 

𝑡2 − 3𝑡 − 9𝑡 + 27 = 0 
(𝑡 − 3)(𝑡 − 9) = 0 

Il prodotto è uguale a 0 se e solo se uno dei due fattori è uguale a 

0 

𝑡 − 3 = 0 → 𝑡 = 3 

𝑡 − 9 = 0 → 𝑡 = 9 

Si ricorda che 𝑡 = 3𝑥  perciò: 

3𝑥 = 3 → 𝑥 = 1 

3𝑥 = 9 → 3𝑥 = 32 → 𝑥 = 2 

 

 

 



 

Esercizio numero 1b 

6
6

𝑥 ∙ 6
8

𝑥+3 ∙ 6−
2𝑥+1

𝑥 = 1 

Si tratta di un’equazione esponenziale fratta perciò vanno 

determinate le condizioni di esistenza. 

Un prodotto tra potenze con la stessa 
base è riscrivibile come una potenza 
avente la stessa base e come esponente 
la somma degli esponenti 
Sviluppo dei calcoli: 

6
6

𝑥
+

8

𝑥+3
−

2𝑥+1

𝑥 = 60 
6

𝑥
+

8

𝑥 + 3
−

2𝑥 + 1

𝑥
= 0 

6𝑥 + 18 + 8𝑥 − 2𝑥2 − 6𝑥 − 𝑥 − 3 = 0 
2𝑥2 − 7𝑥 − 15 = 0 
2𝑥2 + 3𝑥 − 10𝑥 − 15 = 0 
𝑥(2𝑥 + 3) − 5(2𝑥 + 3) = 0 
(𝑥 − 5)(2𝑥 + 3) = 0 
Il prodotto sarà uguale a 0 se e solo se 
uno dei due fattori è uguale a 0 
𝑥 − 5 = 0 → 𝑥 = 5 

2𝑥 − 3 = 0 → 𝑥 = −
3

2
 

Condizioni di 
esistenza: 
Vanno esaminati i 
denominatori dei vari 
esponenti e posti 
diversi da 0: 

1) 𝑥 ≠ 0 
2) 𝑥 + 3 ≠ 0  

→ 𝑥 ≠ −3 

 

 

 

 

 



 

Esercizio numero 1c 

3𝑥+1 − 3𝑥 + 3𝑥−1 ≥ 63 

Si tratta di una disequazione esponenziale con base maggiore di 

uno. 

32+𝑥−1 − 3 ∙ 3𝑥−1 + 3(𝑥−1) ≥ 63 

Riscritta la disequazione in una forma più facilmente 

semplificabile si procede con i calcoli raccogliendo a fattore 

comune 3𝑥−1 

3(𝑥−1)(32 − 3 + 1) ≥ 32 ∙ 7 

3𝑥−1 ∙ 7 ≥ 32 ∙ 7 → 𝑥 − 1 ≥ 2 → 𝑥 ≥ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Esercizio numero 1d 

7
6

𝑥−3 ∙ 7
8

𝑥 ∙ 7−
2𝑥−5

𝑥−3 < 1 

Si tratta di una disequazione esponenziale fratta per cui vanno 

determinate le condizioni di esistenza. La base è maggiore di uno. 

Un prodotto tra potenze con la 
stessa base è riscrivibile come una 
potenza avente la stessa base e 
come esponente la somma degli 
esponenti. 
Sviluppo calcoli: 

7
6

𝑥−3
+

8

𝑥
−

2𝑥−5

𝑥−3 < 70 
(6𝑥 + 8𝑥 − 24 − 2𝑥2 + 5𝑥)

𝑥(𝑥 − 3)
< 0 

(−2𝑥2 + 19𝑥 − 24)

𝑥(𝑥 − 3)
< 0 

2𝑥2 − 19𝑥 + 24

𝑥(𝑥 − 3)
> 0 

Si discute il segno del numeratore 
e del denominatore trovando con 
la regola dei segni gli intervalli di 
soluzioni accettabili. 
𝑵 > 0 → 2𝑥2 − 19𝑥 + 24 > 0 
𝐸𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑎:  
2𝑥2 − 19𝑥 + 24 = 0 
2𝑥2 − 16𝑥 − 3𝑥 + 24 = 0 
2𝑥(𝑥 − 8) − 3(𝑥 − 8) = 0 
(2𝑥 − 3)(𝑥 − 8) = 0 
Il prodotto è uguale a 0 se e solo se 

Condizioni di esistenza: 
Vanno esaminati i denominatori 
dei vari esponenti e posti diversi 
da 0: 

1) 𝑥 ≠ 0 
2) 𝑥 − 3 ≠ 0  

→ 𝑥 ≠ +3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



uno dei due fattori è uguale a zero. 

2𝑥 − 3 = 0 → 𝑥 =
3

2
 

𝑥 − 8 = 0 → 𝑥 = 8 
Poiché il coefficiente del termine di 
secondo grado è maggiore di zero 
e sono richieste soluzioni positive 
si hanno soluzioni accettabili 
esterne alle radici: 

𝑥 <
3

2
∨ 𝑥 > 8 

Si prende in esame adesso il 
denominatore. 
𝑫 > 0 → 𝑥2 − 3𝑥 > 0 
𝐸𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑎: 
𝑥2 − 3𝑥 = 0 
𝑥(𝑥 − 3) = 0 
Il prodotto è uguale a 0 se e solo se 
uno dei due fattori è uguale a zero. 
𝑥 = 0 
𝑥 − 3 = 0 → 𝑥 = 3 
Poiché il coefficiente del termine di 
secondo grado è maggiore di zero 
e sono richieste soluzioni positive 
si hanno soluzioni accettabili 
esterne alle radici: 

𝑥 < 0 ⋁ 𝑥 > 3 
Si usa la regola dei segni per 
determinare le soluzioni 
accettabili. 
Si hanno soluzioni accettabili negli 
intervalli seguenti: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



𝑥 < 0 ∨
3

2
< 𝑥 < 3 ∨ 𝑥 > 8 

Proprietà dei logaritmi 

Logaritmo di una somma di logaritmi: 
log𝑎 𝑏 + log𝑎 𝑐 = log𝑎(𝑏 ∙ 𝑐) 

Logaritmo di una potenza: 
𝑛 ∙ log𝑎 𝑏 = log𝑎 𝑏𝑛 

 

Esercizio numero 2a  

log3(𝑥 + 2) + log3(𝑥 + 3) = 1 + log3 4 

Si tratta di una equazione logaritmica di base “b” e argomento 

“a” in cui devono valere le seguenti condizioni: 𝑏 ≠ 1 ∨ 𝑎 > 0 

Considerando la proprietà di una somma 
di logaritmi si ha: 
log3(𝑥 + 2) (𝑥 + 3) = log33 + log34 
(𝑥 + 2)(𝑥 + 3) = 12 
𝑥2 + 5𝑥 − 6 = 0 
(𝑥 + 6)(𝑥 − 1) = 0 
Il prodotto sarà uguale a 0 se e solo se 
uno dei due fattori è uguale a 0 
𝑥 + 6 = 0 → 𝑥 = −6 𝑁𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒 
𝑥 − 1 = 0 → 𝑥 = 1 𝐴𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒 

Condizioni di 
esistenza: 
𝑎 > 0 
𝑥 + 2 > 0 → 𝑥 > −2 
𝑥 + 3 > 0 → 𝑥 > −3 
Si hanno soluzioni 
accettabili per: 
𝑥 > −2 

 

 

 

 

 

 



 

Esercizio numero 2b 

log 2 + log(𝑥2 − 2𝑥 − 1) = 2 log(𝑥 − 1) 

Si tratta di un’equazione logaritmica in base 10, vanno posti gli 

argomenti maggiori di zero. 

Considerando la proprietà di una 
somma di logaritmi e del logaritmo di 
una potenza si ha: 
log 2(𝑥2 − 2𝑥 − 1) = 2 log(𝑥 − 1) 
2𝑥2 − 4𝑥 − 2 = (𝑥 − 1)2 
2𝑥2 − 4𝑥 − 2 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 
𝑥2 − 2𝑥 − 3 = 0 
(𝑥 − 3)(𝑥 + 1) = 0 
Il prodotto è uguale a zero se e solo se 
uno dei due fattori è uguale a zero. 
𝑥 − 3 = 0 → 𝑥 = 3 𝐴𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒 
𝑥 + 1 = 0 → 𝑥 = −1 𝑁𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒 

Condizioni di esistenza: 
𝑎 > 0 
1)𝑥2 − 2𝑥 − 1 > 0 
𝐸𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑎 
𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 0 
Si può utilizzare il 
completamento del 
quadrato: 
𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 1 + 1 
(𝑥 − 1)2 = 2 
𝑥 − 1 = ±2 

𝑥 = 1 − √2 

𝑥 = 1 + √2 
Poiché il coefficiente del 
termine di secondo grado è 
maggiore di zero e sono 
richieste soluzioni positive 
si avranno soluzioni 
accettabili esterne: 

𝑥 < 1 − √2 ∨ 𝑥 > 1 + √2 
3)𝑥 − 1 > 0 → 𝑥 > 1 
Si sviluppa il sistema tra le 
condizioni d’esistenza. 

{𝑥 < 1 − √2 ∨ 𝑥 > 1 + √2
𝑥 > 1

 



 

 
 

Esercizio numero 2c 

log1

2

𝑥 + log1

2

(𝑥 − 2) < log1

2

(12 − 𝑥) 

Si tratta di una disequazione logaritmica con base minore di uno 

perciò al momento del confronto degli argomenti si deve 

cambiare segno alla disequazione. 

Considerando la proprietà di una 
somma di logaritmi si ha: 
log1

2

𝑥(𝑥 − 2) < log1

2

(12 − 𝑥) 

𝑥(𝑥 − 2) > 12 − 𝑥 
𝑥2 − 𝑥 − 12 > 0 
𝐸𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑎: 
𝑥2 − 𝑥 − 12 = 0 
(𝑥 − 4)(𝑥 + 3) = 0 
Il prodotto è uguale a zero se e 
solo se uno dei due fattori è 
uguale a 0 
𝑥 − 4 = 0 → 𝑥 = 4 
𝑥 + 3 = 0 → 𝑥 = −3 
Poiché il coefficiente di secondo 
grado è maggiore di zero e sono 
richieste soluzioni positive si 
hanno soluzioni accettabili 
esterne. 
𝑥 < −3 ∨ 𝑥 > 4 

Condizioni di esistenza: 
𝑎 > 0 
𝑥 > 0 
𝑥 − 2 > 0 → 𝑥 > 2 
12 − 𝑥 > 0 → 𝑥 < 12 

 
𝐶. 𝐸. : 2 < 𝑥 < 12 
Intervallo soluzioni accettabili: 

 
4 < 𝑥 < 12 



 
Esercizio numero 2d 

log2 (
𝑥 + 3

𝑥 − 4
) > 1 

Si tratta di una disequazione logaritmica con base maggiore di 

unopertanto si conserva il segno della disequazione durante il 

confronto degli argomenti. 

log2 (
𝑥 + 3

𝑥 − 4
) > log2 2 

(
𝑥 + 3

𝑥 − 4
) > 2 

𝑥 + 3

𝑥 − 4
− 2 > 0 

−𝑥 + 11

𝑥 − 4
> 0 

Si analizzano separatamente 
numeratore e denominatore 
per determinare le 
condizioni per cui il rapporto 
dia un risultato positivo. 
𝑵 > 0: −𝑥 + 11 > 0 
→ 𝑥 < 11 
𝑫 > 0: 𝑥 − 4 > 0 → 𝑥 > 4 

 
4 < 𝑥 < 12 

 

Condizioni di esistenza: 
𝑎 > 0 
𝑥 + 3

𝑥 − 4
> 0 

Si analizzano separatamente 
numeratore e denominatore e si 
usa la regola dei segni: 
𝑁 > 0: 𝑥 + 3 > 0 → 𝑥 > −3 
𝐷 > 0: 𝑥 − 4 > 0 → 𝑥 > 4 

𝑥 < 3 ∨ 𝑥 > 4 



Si fa il sistema tra le condizioni di esistenza e le soluzioni 

 
4 < 𝑥 < 11 

 
 

Esercizio numero 3 

a) Il dominio di una funzione è 

l’insieme di partenza che 

definisce la funzione. 

𝑓(𝑥) = log6(𝑥2 − 3) 

𝐷𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜 (𝑓) = 𝑎 > 0 

𝑥2 − 3 > 0 

𝐸𝑞𝑢𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑎: 

𝑥2 − 3 = 0 

𝑥 = √3 

𝑥 = −√3 

Poiché il coefficiente del termine di secondo grado è maggiore di 

zero e sono chieste soluzioni positive si hanno soluzioni esterne. 

𝑥 < −√3 ∨ 𝑥 > √3 

b) Per determinare l’equazione della retta 𝑔(𝑥) vanno 

determinati almeno due punti per utilizzare la relazione della 

retta passante per due punti. Chiamiamo B uno dei due, 

sappiamo che questo punto ha l’ordinata di A perché entrambi 



giacciono sulla stessa retta orizzontale mentre ha l’ascissa che è 

ricavabile con la condizione di appartenenza alla curva 𝑓(𝑥). 

𝐵 = (𝑥𝑏; 1) 

𝑦 = log6(𝑥2 − 3) 

log6(𝑥2 − 3) = 1 

log6(𝑥2 − 3) = log6(6) 

𝑥2 − 3 = 6 

𝑥 = ±3 

Si prende in considerazione solo il valore positivo perché stiamo 

analizzando la situazione nel primo quadrante. 

𝐵 = (3; 1) 

Dal grafico deduciamo che l’ordinata del secondo punto, che 

chiameremo C, vale 0 perché giace sulla retta 𝑥 , con la 

condizione di appartenenza alla curva 𝑓(𝑥) possiamo calcolare 

l’ascissa del punto. 

𝐶 = (𝑥𝑐; 0) 

𝑦 =  log6(𝑥2 − 3) 

log6(𝑥2 − 3) = 0 

log6(𝑥2 − 3) =  log6(1) 

𝑥2 − 3 = 1 

𝑥 = ±2 

Si prende in considerazione solo il valore positivo perché stiamo 

analizzando la situazione nel primo quadrante. 

𝐶 = (2; 0) 

 

Ottenuti così i due punti si può ricavare l’equazione della retta 

passante per due punti: 



𝑦 − 𝑦𝑏

𝑦𝑏 − 𝑦𝑐
=

𝑥 − 𝑥𝑏

𝑥𝑏 − 𝑥𝑐
 

𝑦 − 1 =
𝑥 − 3

3 − 2
 

𝑦 = 𝑥 − 2 

c)Osservando il grafico si può notare che per 𝑥 > 0 si ha 

𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) negli intervalli: 

0 < 𝑥 ≤ 2 ∨ 𝑥 ≥ 3 

d) Osservando il coefficiente angolare “m” della retta𝑔(𝑥) si può 

asserire che: 

𝑦𝑏 − 𝑦𝑐

𝑥𝑏 − 𝑥𝑐
= 𝑚 → 𝑦𝑏 − 𝑦𝑐 = 𝑥𝑏 − 𝑥𝑐 

Sappiamo inoltre che il coefficiente angolare “m” determina 

anche la pendenza della retta rispetto all’asse delle x. 

Poiché 𝑚 = 1 → 𝛼 = 45° 

Considerando il punto H dato dalla proiezione del punto B sulla 

retta delle ascisse si ottiene il triangolo rettangolo 𝐶𝑃𝐻 

da cui col teorema di pitagora potremmo ricavare la lunghezza 

della parte di retta sottesa alla curva 𝑓(𝑥). 

Analizzando meglio il triangolo si può dedurre che l’angolo in 𝐶 

deve essere di 45° poiché formato dall’intersezione della retta 

𝑔(𝑥) (che come abbiamo detto ha coefficiente angolare 𝑚 = 1) e 

la retta x (retta delle ascisse). 

Dovendo essere la somma degli angoli interni di un triangolo pari 

a 180° possiamo dire che l’angolo in B deve essere di 45° 

Abbiamo quindi due angoli uguali e un angolo di 90° 



Possiamo definire alla luce di ciò che si tratta di un triangolo 

rettangolo isoscele. 

Considerando tale triangolo come metà di un quadrato possiamo 

dire che l’ipotenusa (parte della retta sottesa alla curva 𝑓(𝑥)e 

diagonale del quadrato ipotizzato) vale: 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √2𝑙 

𝑙 = 𝑥𝑏 − 𝑥𝑐 = 1 

Esercizio numero 4 

𝑓(𝑥) = ln (
1

𝑒𝑥−1
) 

Il dominio di una funzione è l’insieme di partenza che definisce la 

funzione. 

𝐷𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜 𝑓(𝑥): 𝑎 > 0 

Si tratta di un rapporto tra un 

numero intero positivo e un 

esponenziale. Si sa che 

un’equazione esponenziale genera 

sempre soluzioni positive diverse 

da zero. 

𝐷𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜 𝑓(𝑥): ∀𝑥 ∈ ℝ 

È inoltre possibile riformulare la 

funzione: 

𝑓(𝑥) = (−𝑥 + 1) ∙ ln 𝑒 

𝑓(𝑥) = −𝑥 + 1 
Graziano Melisi 




