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Terza proposta

DATI

f(x) = (x—a)e’*conaebeR

minimo relativo nel punto di ascissa 2
__\ |

flesso obliquo nel punto di ascissa 1

ab="?
'\\- II|
A

La funzione f(x) = (x — a)e’* & una funzione esponenziale parametrica, con parametri a e b.
Sappiamo che un punto stazionario, in questo caso un minimo relativo, € un punto interno al dominio della
funzione che annulla la sua derivata prima.

Prima di tutto calcoliamo la derivata prima della nostra funzione.
f'(x)=1-eP + (x —a)b-eb*  Sitratta della derivata di un prodotto, quindi vale la regola generale:
[fC)g()] = f'(x)gx) + fF(x)g' (x)

In i e?* & una composta e la derivata di una composta & [f(g(x))] = f'(g(x)) - g'(x)

Continuiamo a risolvere la derivata che &: f'(x) = e?* + xbe?* — abe?*

Per quanto riguarda il punto di flesso obliquo, sappiamo che esso & un punto in cui si manifesta un
cambiamento di concavita o di convessita. La definizione e lo studio dei punti di flesso fa largo uso del concetto

di derivata, e in particolare sappiamo che & un punto interno alla funzione che annulla la sua derivata seconda.

Vado a calcolare la derivata seconda: f''(x) = be?* + be?* + xb?eb* — ab?eb*

N.B: Nel fare la derivata di xbe?* bisogna svolgere la derivata di un prodotto, utilizzando la formula:

[f)g@)] = f/(0)g(x) + f(x) g'(x)
In pit, nello svolgere la derivata di e?*, dobbiamo ancora una volta utilizzare la formula: [f(g(x))]' =

f’(g(x)) - g'(x), ovvero la derivata di una funzione composta.



Divido tutto per b, cosi la derivata seconda diventa: " (x) = 2eP* + xbeb* — abeb*

Per poter arrivare a determinare i parametri a e b, metto a sistema le due condizioni, ovvero che la
derivata prima nel punto di ascissa 2 (punto di minimo relativo) sia uguale a zero, e che la derivata
seconda nel punto di ascissa 1 (punto di flesso obliquo) sia uguale a zero.

{f’(z) =0 ) {eZb + 2be? — abe?? = 0
ff)=0 2eb + be? — abe? =0

. . . o . 1+2b—ab=0
Divido la prima funzione per e2? e la seconda per e?, quindi il sistema diventa: {
P P P g 24b—ab=0
Ricavo ab dalla prima funzione del sistema e poi la vado a sostituire nella seconda:

{ ab=1+2b
2+b—-1-2b=0

b=1+2b
b=1

a =

.{a 3
AIIora.{ b=1

Sostituendo la b nella prima funzione abbiamo: {

Quindi la nostra funzione di partenza f(x) = (x — a)e®® diventa f(x) = (x —3)e*

Utilizzando una calcolatrice grafica, come Geogebra, vado a verificare che il grafico sia coerente con
quello di partenza:
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c) Bisogna determinare la retta tangente al grafico della funzione nel suo punto di flesso, quindi nel
puntox=1

Sappiamo che I'equazione di una retta passante per un punto e: y = m(x — x,) + q

In questo caso m, ovvero il coefficiente angolare, € la nostra derivata prima nel punto preso in
considerazione, e g € il valore che assume la funzione nel punto preso in considerazione, quindi in
x=1

Allora la nostra retta tangente &: y = f'(1) - (x — 1) + f (1)

o f'(x)=e*+xe*—3e* quindif'(1) =e+e—3e,alloraf'(1) = —e
o f(x)=(x—3)e* alloraf(1) = (1—3)e, quindi f(1) = —2e

Quindi la nostra retta tangente é: y = —e - (x — 1) — 2e
Risolvendo il prodotto e raggruppando a fattor comune abbiamo che: y = —(x — 1 + 2)e, quindi
y=—(x+1e

Mi sono servita di Geogebra per rappresentare questa retta tangente.
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d) Bisogna tracciare il grafico qualitativo della funzione derivata f'(x).

Come scritto precedentemente, una funzione con un punto stazionario, prevede che la sua derivata
prima si annulli in quel punto, quindi il grafico della derivata prima interseca I'asse x nel punto (2;0)

f'(x) = e* + xe* —3e*, che raccogliendo a fattor comune diventa:f'(x) = (x — 2)e*

Per tracciare il grafico qualitativo di questa funzione dobbiamo anche trovare I'intersezione con
I'asse y, quindi bisogna porre x = 0.

y = (0 —2)e® che & y = —2, quindi la funzione interseca I'asse y nel punto (0; -2).



Sapendo che c’e un minimo relativo nel punto di ascissa 2, cio significa che prima di 2 la derivata
decresce, mentre dopo 2 essa cresce. Vado a dimostrare cio attraverso lo studio del segno della
derivata prima.

f'x)=0 —> (x—2)e*=>0

Dividendo tutto per e*, che & positivo Vx € R, ottengoche (x —2) >0 —> x > 2

»
»

decresce cresce

Il grafico della derivata prima eé:
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e) Disegnare il grafico della funzione |f (x)|.
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Per tracciare il grafico di una funzione in valore assoluto bisogna “ribaltare” la parte del grafico che si
trova sotto I'asse x al di sopra dell’asse stesso, in modo che tutte le ordinate siano positive.

Questo tipo di funzione prende un numero reale (x) e ad esso associa una quantita non negativa che
indichiamo come |x|, quindi il valore assoluto & una funzione che associa al numero reale x un
numero reale non negativo |x|. Quindi la funzione va studiata a destra e a sinistra del punto critico,
ovvero:

(x—3)e*sex =3

_(xsex=0 . _ x _{
|f(x)|—{ In questo caso: |(x — 3)e*| = C(x—3)e*sex <3

—xsex <0

Ho preso come punto critico x = 3, perché in questo punto la funzione si annulla.

Per indagare su eventuali punti di non derivabilita bisogna verificare se la derivata a destradi3 e
quella a sinistra di 3 sono uguali oppure no.

e f' (x) = (x—2)e*, come gia fatto nel punto d)
o f' (x)= —[e*+ (x —3)e*] = —(x — 2)e”* utilizzando la regola della derivata di un

prodotto.



Ora per verificare se x = 3 € un punto di discontinuita bisogna calcolare il limite a destra e a sinistra
di 3 e, se non coincidono, allora x = 3 & un punto di discontinuita.

lir3n_ —(x —2)e* =—(3—-2)e3 = —e3
xX—>

lim (x — 2)e* = (3 —2)e3 = €3

x—-3+

Sappiamo che i punti in cui si verifica la continuita di una funzione ma non la derivabilita, sono i punti
che appartengono al dominio della funzione, ma non appartengono al dominio della derivata prima.
Questi punti possono essere punti di flesso a tangente verticale, punti angolosi o punti cuspidali. In
questo caso, essendo ,}‘Jg‘- f'(x) # xllgl+ f'(x), quindi diversi, ed essendo almeno uno dei due finito,

in questo caso entrambi, il punto x = 3 € un punto angoloso.

f) Determinare I'area della regione piana R individuata dalla funzione f(x) e dalle rette x=0e x = 3.

Per calcolare 'area della regione R tra x = 0 e x = 3, sottesa alla funzione, bisogna utilizzare I'integrale
definito, che per definizione rappresenta I'area compresa tra il grafico della funzione f(x), I'asse x e
le due rette verticali, in questo caso x = 0 e x = 3. In questo caso I'area si trova sotto I'asse x, quindi,
per evitare di avere un valore negativo, pongo un meno davanti all’integrale.

R=—[’(x—3)e¥dx

Essendo la funzione integranda un prodotto di funzioni, in cui una delle due é& facile da integrare,
utilizzo il metodo di integrazione per parti, secondo cui:

b b
j f(x)g'(x)=f(b)g(b)—f(a)g(a)—f f'(x)g(x)dx

e f(x) e detto fattore finito
e g'(x) & detto fattore differenziale, & quindi la funzione che si riconosce come derivata di
qualcun’altra (g (x))

In pit, seguendo il teorema fondamentale del calcolo integrale, detto anche teorema di Torricelli-
Barrow, I'integrale definito di una funzione continua f(x) in un intervallo [a; b] si calcola con la
formula:

b
[ reoax =@ - F@
a
Nel nostro caso: il fattore finito & (x — 3), mentre il fattore differenziale & e*.

Quindi: — f03(x —3)e*dx = — [(3 —3)e3 —(0—13)e - f03 1- exdx] = — [3 - f03 exdx] =

—[3—(e?—1)] =e®—4 = 16,1 e questo & il valore dell’area in questione.

g) Definizione di derivata prima di una funzione e significato geometrico: la derivata prima di f(x)
nel punto X, & il limite, se esiste ed ¢ finito, del rapporto incrementale nel punto x;. Se tale limite
esiste ed e finito, la funzione si dice derivabile nel punto x,, e il limite si indica con f'(xy). Questa
definizione viene ricavata dal significato geometrico: la derivata prima, calcolata in x,, rappresenta il
coefficiente angolare della retta tangente al grafico della funzione nel punto di coordinate



(x0; f (x0)).Presi due punti sull’asse delle ascisse, x, e x, + h, ad essi corrispondono due punti sul
grafico della funzione, di coordinate (x; f(xy)) e (xo + h; f(xo + h)): consideriamo allora la retta
passante per essi. Quando h tende a zero, i due punti si avvicinano e la retta secante al grafico tende
alla retta tangente.

Esempio di funzione non derivabile in un punto: f(x) = |log (x)|
Questo tipo di funzione, con il valore assoluto, prevede lo stesso procedimento usato nel punto e)

log(x)sex >1

Il punto x =1 & un punto critico, in quanto la funzione si annulla
—log(x)sex <1 P P d

log ()] = {

Calcolo la derivata a destra e a sinistra di 1:

1

s f’+(x) =
1
Y [rf——
. fl)=-1
Adesso devo verificare se il limite a destra e a sinistra di 1 coincide:
e Jim-=1
x—1t X
e lim—1=-1
x—1" X

Essendo i due limiti diversi, il punto x = 1 & un punto di non derivabilita.
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Legame continuita e derivabilita: Una funzione continua non e sempre derivabile, infatti se ho un
punto con un angolo (punto angoloso) non ho la derivata perché la derivata destra e diversa dalla
derivata sinistra. |l rapporto tra continuita e derivabilita € una relazione teorica che stabilisce che la
derivabilita implica sempre la continuita (condizione sufficiente), mentre la continuita non implica
necessariamente la derivabilita (condizione necessaria). In altre parole la continuita & condizione
necessaria, ma non sufficiente, per la derivabilita, e, di contro, la derivabilita & condizione
sufficiente, ma non necessaria, per la continuita.



Punti di non derivabilita:
Premessa:

e sia data una funzione y = f(x) ed un punto x, appartenente al dominio della funzione

o Se f(x) e derivabile nel punto x, allora f(x) sara anche continua nel punto x,

e |l teorema non si puo invertire, infatti puo accadere che una funzione sia continua in un
punto ma non derivabile in esso

e | puntiin cui si verifica la continuita ma non la derivabilita sono i punti che appartengono al
dominio della funzione, ma non appartengono al dominio della derivata prima

e Questi punti possono essere punti di flesso a tangente verticale, punti angolosi oppure punti
cuspidali

Un punto x, si dice punto di flesso a tangente verticale per una funzione se i limiti della derivata
prima da sinistra e da destra sono entrambi uguali a 40 oppure a —oo.
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Un punto x, si dice punto angoloso per una funzione se i limiti della derivata prima da sinistra e da
destra sono diversi ed almeno uno dei due é finito.




Un punto x, si dice punto cuspidale per una funzione se i limiti della derivata prima da sinistra e da

destra sono uguali uno a +oo e l'altro a —oo, o viceversa.

v
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Dati |
A = 25dm? = 0,25m? '
R = 0,50 \ =

[

B(t) = (t —3)et,pert € [0;4] ||I
\\\J'

h) Il campo magnetico cambia verso, e cio € evidente anche dal grafico della funzione; da 0 a 3s il
campo magnetico & entrante rispetto al piano, in quanto il grafico si trova sotto I'asse x, mentre
dopo i 3s il campo magnetico & uscente, in quanto il grafico si trova sopra I'asse x, quindi nell’istante

t = 3 il verso cambia.



Situazione nel periodo di tempo tra 0 e 3 secondi:
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Situazione nel periodo di tempo tra 3 e 4 secondi:
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i)Esporre le conseguenze della variazione del campo magnetico attraverso la superficie della spira.

Dall’esperienza di Faraday sappiamo che un moto relativo tra una spira e un magnete origina una

corrente indotta nella spira stessa. In generale una spira immersa in un campo magnetico variabile B
viene percorsa da una corrente indotta. Poiché per produrre una corrente &€ necessaria una sorgente
di forza elettromotrice, la spira stessa si comporta come se fosse una sorgente di f.e.m., chiamata
f.e.m. indotta, che € pari, secondo la legge di faraday-Neumann-Lenz, alla variazione nel tempo del
flusso del campo magnetico che attraversa il circuito. In una formula:



. A9(B) __ B-A-cosa
At At
perpendicolare alla superficie stessa, e il vettore campo magnetico.

, dove A e la superficie della spira e a I'angolo tra il vettore superficie,

Il flusso cambia in base al coseno dell’angolo a, che & uguale a 1 quando il campo magnetico ha la
stessa direzione e lo stesso verso del vettore superficie, mentre & uguale a -1 quando il campo
magnetico ha la stessa direzione, ma verso opposto rispetto al vettore superficie.

j) Determinare e rappresentare l'intensita della corrente che attraversa la spira al variare di t.

_d9(B)

Dalla legge di Faraday-Neumann-Lenz sappiamo che la f.e.m. indotta e: £ = at

€
Dalla prima legge di Ohm, invece, sappiamo che: € = R - [ , quindi [ = =

Da queste premesse possiamo dedurre che l'intensita della corrente che attraversa la spira é:

I 1 d@(B)
R dt
1 d[B(t)A
Allora | = _ 1. 4504
R dt
Visto che la superficie A non varia in base al tempo, la possiamo considerare una costante, quindi
1 Ad[B(t A d[B(t A d[(t-3)et A
[= L. AAB@L A dBO) A e A
R dt R dt R dt R

Sostituendo con i dati a nostra disposizione:

0,25
0,5

1
I = -(t—Z)et=—0,5-(t—2)et=—§(t—2)et

Il grafico dell’intensita della corrente che attraversa la spira al variare di t &:






